
Chapter 4

黎曼曲率与Gauss-Bonnet公式

4.1 黎曼曲率

对黎曼流形謨M, g謩謬 局部上g 謽 gijdx
i⊗dxj 謮 虽然g不依赖于坐标选取，但gij是

依赖的謮 我们是否可以找一个好的坐标使得gij 謽 δij謿 如果能够找到，黎曼流形局

部上和欧氏空间就没有任何区别了謬 此时我们就可以认为流形在这个局部是平的謺

如果一个坐标卡内的度量可以取为g 謽 δijdx
i ⊗ dxj 謬 我们称g在这个坐标卡内平

坦謬如果对每一点p ∈ M 謬 g都在包含 p的某个坐标卡下平坦謬则称黎曼流形 謨M, g謩是

平坦流形謨謍譡譴 譭譡譮譩警譯譬譤謩謮

但一般情况下，黎曼流形不都是平坦的。接下来我们来看一下黎曼流形何时

是平坦的？一般的黎曼流形距离平坦流形有什么障碍？这个障碍应该反应了黎曼

流形的弯曲程度。

问题謺 对黎曼度量g 謽 gijdy
i ⊗ dyj 謬何时∃坐标变换x 謽 x謨y謩謬 譳謮譴謮 g 謽 δijdx

i ⊗
dxj在整个坐标卡上成立謿

謨下面的推导是黎曼当年做出的謩 我们假设存在δstdx
s ⊗ dxt 謽 gijdy

i ⊗ dyj 謬 则
由指标的变换可知

δst
∂xs

∂yi
∂xt

∂yj
謽 gij , 謨謴謮謱謩

gij 謽
∂yi

∂xs
∂yj

∂xt
δst, 謨謴謮謲謩

且

gij
∂xs

∂yi
∂xt

∂yj
謽 δst. 謨謴謮謳謩

謵謹
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对謨謴謮謱謩式关于yk求导

∂gij
∂yk

謽
∂2xs

∂yi∂yk
∂xt

∂yj
δst 謫

∂2xs

∂yj∂yk
∂xt

∂yi
δst,

进行简单的指标轮换謬即得

∂2xs

∂yi∂yj
∂xt

∂yk
δst 謽

謱

謲

(∂gik
∂yj

謫
∂gjk
∂yi
− ∂gij
∂yk

)
. 謨謴謮謴謩

两边同乘gkm ∂xq

∂ym 謬 并对m求和，有

gkm
∂xq

∂ym
∂xt

∂yk
∂2xs

∂yi∂yj
δst 謽

謱

謲
gkm

(∂gik
∂yj

謫
∂gjk
∂yi
− ∂gij
∂yk

) ∂xq
∂ym

謽 謀mij
∂xq

∂ym
. 謨謴謮謵謩

由謨謴謮謳謩可得对∀s謬

∂2xs

∂yi∂yj
謽 謀mij

∂xs

∂ym
. 謨謴謮謶謩

设αsj 謽
∂xs

∂yj
謬 由謨謴謮謶謩謬有

∂αsk
∂yi

謨y謩 謽 謀mki謨y謩α
s
m謨y謩, 謱 ≤ j, k ≤ n. 謨謴謮謷謩

这是一个我们前面见过的一阶线性微分方程组謮

由上述讨论可知，若 g在某个坐标卡下平坦謬则坐标变换一定满足謨謴謮謷謩条件謮如

果(4.7)无解,则g不平坦謮但我们前面课程讨论过：謨謴謮謷謩成立需要满足相容性条件
∂
∂yi

(
∂αsk
∂yj

)
謽 ∂

∂yj

(
∂αsk
∂yi

)
謮 由謨謴謮謷謩得到

∂

∂yi

(∂αsk
∂yj

)
謽
∂謀mkj
∂yi

αsm謨y謩 謫 謀mkj謀
l
miα

s
l 謨y謩,

∂

∂yj

(∂αsk
∂yi

)
謽
∂謀mki
∂yj

αsm謨y謩 謫 謀mki謀
l
mjα

s
l 謨y謩.

由于 ∂
∂yi

(
∂αsk
∂yj

)
謽 ∂

∂yj

(
∂αsk
∂yi

)
謬则有

{∂謀lkj
∂yi

−
∂謀lki
∂yj

謫 謀mkj謀
l
mi − 謀mki謀

l
mj

}
αsl 謨y謩 ≡ 謰.

命题 4.1.1. (4.7)在局部上有解,当且仅当在该邻域内,有

∂謀lkj
∂yi

−
∂謀lki
∂yj

謫 謀mkj謀
l
mi − 謀mki謀

l
mj 謽 謰, ∀i, j, k, l. 謨謴謮謸謩
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像之前一样，我们记

Rlkji 謺謽
∂謀lkj
∂yi

−
∂謀lki
∂yj

謫 謀mkj謀
l
mi − 謀mki謀

l
mj . 謨謴謮謹謩

对p ∈ M，任取一个坐标卡，若∃j, l, k, γ使得 Rlkji 6謽 謰謬则謨M, g謩在p点附近不

平坦謮 所以Rlkji衡量了黎曼流形的弯曲程度。

习题 4.1.2. 证明Rlijkdx
i⊗ dxj ⊗ dxk⊗ ∂

∂xl
是一个謨謱, 謳謩型张量，即它和坐标选取没

有关系。

定义 4.1.3 謨黎曼曲率謩. 记

Rijkl 謺謽 gimR
m
jkl, 謨謴謮謱謰謩

为流形在坐标卡下的黎曼曲率。

前面我们已经算过

Rijkl 謽 −Rjikl 謽 Rklij 謽 −Rijlk. 謨謴謮謱謱謩

由习题謴謮謱謮謲知謬 R 謺謽 Rijkldx
i⊗ dxj ⊗ dxk⊗ dxl是一个謨謰謬謴謩型张量謬称为曲率张

量謮

定义 4.1.4. 若譤譩譭M 謽 謲謬则定义其譇譡譵譳譳曲率为

K 謽
R1212

g212 − g11 · g22
.

当g为曲面的第一基本形式时，此即为曲面的譇譡譵譳譳曲率謮

所以若曲面的譇譡譵譳譳曲率非零，则曲面不是平坦的。

4.2 Gauss-Bonnet formula

在前言中，我们提到了古典微分几何最重要的结果之一：譇譡譵譳譳謭譂譯譮譮譥譴 公

式，我们在课程末尾给出譇譡譵譳譳謭譂譯譮譮譥譴公式的证明。

定义 4.2.1 謨闭曲面謩. 设S是一个二维微分謨无边謩流形。如果S同时还是R3的一个

紧子集且S的拓扑与R3诱导到S上的拓扑一致，我们称S是一个闭曲面。

显然S2謬 T 2都是闭曲面。在拓扑上，我们可以用亏格对闭曲面做完整的分类：

若闭曲面S1謬 S2有相同的亏格，则S1与S2同胚且对任意g ∈ N謬 存在曲面Sg謬 使
得Sg的亏格为g謮
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由拓扑学的内容可知，任意闭曲面S上都存在一个由有限个三角形组成的三角

剖分。剖分的面的个数减边的个数加顶点个数是一个和三角剖分无关的量，称为

闭曲面的欧拉数，记为χ謨S謩謮 设g是S的亏格，我们有

χ謨S謩 謽 謲謨謱− g謩. 謨謴謮謱謲謩

定理 4.2.2 謨譇譡譵譳譳謭譂譯譮譮譥譴公式謩. 设S是R3中的一个闭曲面，则有∫
S
Kdσ 謽 謲πχ謨S謩. 謨謴謮謱謳謩

根据三角剖分，我们可以先在一个坐标卡上的小三角形上考虑问题。

我们首先证明一个引理

引理 4.2.3 謨譌譩譯譵譶譩譬譬譥公式謩. 设謨u, v謩为曲面S上的正交参数系。设曲线γ謨u謨s謩, v謨s謩謩

是曲面上的一条弧长参数曲线。记曲线与参数u曲线的夹角为θ. 则曲线的测地曲

率

κg 謽 譟θ謨s謩− 謱

謲
√
G

∂ 譬譯譧E

∂v
譣譯譳 θ 謫

謱

謲
√
E

∂ 譬譯譧G

∂v
譳譩譮 θ. 謨謴謮謱謴謩

证明. 记

e1 謽
謱√
E
ru, e2 謽

謱√
G
rv. 謨謴謮謱謵謩

则e1謬 e2是参数u曲线和v曲线的单位切向量且e1⊥e2謮 我们有

譟γ謨s謩 謽 譟u謨s謩ru 謫 譟v謨s謩rv 謽 譟u謨s謩
√
Ee1 謫 譟v謨s謩

√
Ge2. 謨謴謮謱謶謩

因为曲线γ与参数u曲线的夹角为θ，

譟γ謨s謩 謽 譣譯譳 θ謨s謩e1 謫 譳譩譮 θ謨s謩e2, 譣譯譳 θ謨s謩 謽 譟u謨s謩
√
E, 譳譩譮 θ謨s謩 謽 譟v謨s謩

√
G. 謨謴謮謱謷謩

由謨謴謮謱謷謩謬

譿γ謨s謩 謽 − 譳譩譮 θ · 譟θ謨s謩 e1 謫 譣譯譳 θ · 譟θ謨s謩 e2 謫 譣譯譳 θ
de1
ds

謫 譳譩譮 θ
de2
ds

. 謨謴謮謱謸謩
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注意到

e 謽 n× 譟γ 謽 − 譳譩譮 θ e1 謫 譣譯譳 θ e2, 謨謴謮謱謹謩

测地曲率

κg 謽 〈譿γ謨s謩, e〉 謽 譟θ謨s謩 謫 譣譯譳 θ 〈de1
ds

, e〉謫 譳譩譮 θ 〈de2
ds

, e〉. 謨謴謮謲謰謩

因|e1| 謽 |e2| 謽 謱謬 〈e1, e2〉 謽 謰謬

〈de1
ds

, e1〉 謽 〈
de2
ds

, e2〉 謽 謰, 〈de1
ds

, e2〉 謽 −〈
de2
ds

, e1〉. 謨謴謮謲謱謩

所以

κg 謽 譟θ謨s謩 謫 〈de1
ds

, e2〉. 謨謴謮謲謲謩

由謨謴謮謱謵謩式，

〈de1
ds

, e2〉 謽
謱√
EG

謨 譟u謨s謩〈ruu, rv〉謫 譟v謨s謩〈ruv, rv〉謩. 謨謴謮謲謳謩

其中

〈ruu, rv〉 謽 〈ru, rv〉u − 〈ru, ruv〉 謽 −
謱

謲

∂

∂v
〈ru, ru〉 謽 −

謱

謲

∂E

∂v
, 謨謴謮謲謴謩

〈ruv, rv〉 謽
謱

謲

∂

∂u
〈rv, rv〉 謽

謱

謲

∂G

∂u
. 謨謴謮謲謵謩

综上可得

κg 謽 譟θ謨s謩− 謱

謲
√
G

∂ 譬譯譧E

∂v
譣譯譳 θ 謫

謱

謲
√
E

∂ 譬譯譧G

∂v
譳譩譮 θ. 謨謴謮謲謶謩

由引理謴謮謲謮謳謬我们可以得到局部上的譇譡譵譳譳謭譂譯譮譮譥譴公式謮

引理 4.2.4. 设γ 謽 γ1∪γ2∪γ3是曲面片S上的一条由3段光滑曲线组成的分段光滑闭

曲线。设D是由γ围成的单连通区域。取γ的定向使得D在γ的左侧。设α1, α2, α3是

三个角点对应的外角（即π−内角），则有∫
γ
κgds謫

∫
D
Kdσ 謽 謲π −

3∑
i=1

αi. 謨謴謮謲謷謩
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证明. 取曲面的一个正交参数系r 謽 r謨u, v謩謮 取s为曲线γ的弧长参数。记θ謨s謩为曲

线γ与u曲线在s处的夹角，则由引理謴謮謲謮謳与謨謴謮謱謷謩謬∫
γ
κgds 謽

∫
γ

譟θ謨s謩ds謫

∫
γ

(
− 謱

謲
√
G

∂ 譬譯譧E

∂v
譣譯譳 θ 謫

謱

謲
√
E

∂ 譬譯譧G

∂v
譳譩譮 θ

)
ds

謽

∫
γ

譟θ謨s謩ds謫

∫
γ

(
−
√
E

謲
√
G

∂ 譬譯譧E

∂v
du謫

√
G

謲
√
E

∂ 譬譯譧G

∂v
dv

)

謽

∫
γ

譟θ謨s謩ds謫

∫
γ

(
−謨
√
E謩v√
G

du謫
謨
√
G謩u√
E

dv

)
. 謨謴謮謲謸謩

将曲面片对应到uv平面上，可知∫
γ

譟θ謨s謩ds謫

3∑
i=1

αi 謽 謲π. 謨謴謮謲謹謩

由譇譲譥譥譮公式，∫
γ

(
−謨
√
E謩v√
G

du謫
謨
√
G謩u√
E

dv

)
謽

∫
D

((
謨
√
E謩v√
G

)
v

謫

(
謨
√
G謩u√
E

)
u

)
dudv

謽 −
∫
D
Kdσ. 謨謴謮謳謰謩

所以我们得到了引理謴謮謲謮謴謮

我们现在来证明譇譡譵譳譳謭譂譯譮譮譥譴公式。

取T1, · · · , TN是S的一个三角剖分，使得每条边都是一条光滑曲线且每个三角
形都在流形S的一个坐标卡（曲面片）中。设αi1 , αi2 , αi3是三角形 Ti的三个外角謮

记βij 謽 π − αij 謬 j 謽 謱, 謲, 謳 是Ti的三个内角謮 由引理謴謮謲謮謴謬有∫
S
Kdσ 謫

N∑
i=1

∫
∂Ti

κgds謫

N∑
i=1

謨謳π − βi1 − βi2 − βi3謩 謽 謲πN. 謨謴謮謳謱謩

由于在求和中，
∫
∂Ti

κgds在每个边上都出现两次，且方向相反，故

N∑
i=1

∫
∂Ti

κgds 謽 謰.

记V为剖分的顶点数，E为剖分的边数。此时N为剖分的面数謮 因为在顶点处

三个内角的和为謲π謬有

謲πN −
N∑
i=1

謨謳π − βi1 − βi2 − βi3謩 謽 謲πV − πN. 謨謴謮謳謲謩
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由于每条边是两个三角形的边，我们有

謳N 謽 謲E. 謨謴謮謳謳謩

所以

謲πN −
N∑
i=1

謨謳π − βi1 − βi2 − βi3謩 謽 謲π謨V − E 謫N謩 謽 謲πχ謨S謩. 謨謴謮謳謴謩

这样我们就得到了譇譡譵譳譳謭譂譯譮譮譥譴公式謮


